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Re´sume´
Les re´sultats de simulations Monte-Carlo du mode`le de Hubbard a` deux dimensions a` demi-remplissage sont
pre´sente´s. La me´thode de simulation utilise´e est celle propose´e par Suzuki et al, et Hirsch et al.. Les e´tats ge´ne´re´s
par cette me´thode sont des e´tats de base dans la repre´sentation en nombres d’occupation base´e sur les e´tats de
Wannier localise´s autour de chaque site du re´seau carre´. Les configurations des fermions sur le re´seau 2D re´el peuvent
eˆtre observe´es. Un facteur d’antiferromagne´tisme a pu eˆtre de´fini et calcule´ pour chaque tempe´rature. Les courbes
d’e´nergie, de chaleur spe´cifique, de conductivite´ et de facteur d’antiferromagne´tisme en fonction de la tempe´rature
sont pre´sente´es pour diffe´rentes valeurs de l’interaction re´pulsive coulombienne sur site U (avec t = 1). Pour les
faibles valeurs de U le mode`le pre´sente une transition me´tal-isolant a` basse tempe´rature. Cette transition correspond
a` une transition paramagne´tique-ferromagne´tique du premier ordre. En effet, pour ces valeurs de l’interaction, les
courbes d’e´nergie comportent un de´calage qui est caracte´ristique d’une transition du premier ordre. De meˆme, les
courbes de conductivite´ font apparaˆıtre un phe´nome`ne d’hyste´re´sis qui confirme la nature de la transition. Il apparaˆıt
un changement de comportement pour U/t ∼ 3.5. La transition change de nature. Pour les valeurs U > 3.5 le
passage ferromagne´tique-paramagne´tique subsiste toujours mais sans influence sur l’e´nergie et la chaleur spe´cifique.
La transistion me´tal-isolant n’existe plus, la conductivite´ restant faible. Les re´seaux d’isothermes des diffe´rentes
grandeurs , en fonction de U/t, font apparaˆıtre une transition qui semble correspondre a` la transition me´tal-isolant
de Mott. Ces re´sultats permettent de tracer un diagramme de phase avec deux lignes de transition du premier ordre.
Abstract
The Quantum Monte-Carlo simulations of the two-dimensional Hubbard model are presented for the half filling.
The method based on the direct-space proposed by Suzuki and al., and Hirsch and al. was used. The states generated
by this method are basis states in occupation number representation built with Wannier states localised on each site
of the square array. The configurations of fermions can be observed on the real 2D array. An antiferromagnetic factor
is defined and calculated for each temperature. The curves of energy, specific heat, conducivity and antiferromagnetic
factor are presented for different values of the repulsive coulombian on site interaction U . There is a metal-insulator
transition at low temperature for small values of U . This transition corresponds with a paramagnetic-ferromagnetic
first order transition. Indeed, for these interaction values, the energy curves show a gap which is a characteristic of
a first order transition. An hysteresis phenomenon appears on the conductivity curves. There is a behaviour change
for U/t ∼ 3.5. For the values U > 3.5 there is ferromagnetic-paramagnetic change without observable effect on the
energy and the specific heat. The metal-insulator transition does not exist any more, the conductivity stays very
small. Isotherms of the physical quantities versus U/t show a transition which seems to be the metal-insulator Mott
transition. These results allow to draw a phase diagram with two first order transition lines.
PACS numbers: 71.10.Fd Lattice fermion models, 71.27.+a Strongly correlated electron systems;heavy fermions,
71.30.+h Metal-insulator transitions and other electronic transitions
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1 Introduction
Le mode`le de Hubbard a` deux dimensions est certai-
nement le mode`le le plus simple pour de´crire le com-
portement d’un syste`me de fermions fortement corre´le´s.
Il semble suffisant pour expliquer la transition de phase
me´tal-isolant pre´vue par Mott. La solution exacte de ce
mode`le n’e´tant pas connue il a e´te´ e´tudie´ avec de nom-
breuses me´thodes analytiques et nume´riques [1–17].
Un grand nombre de ces re´sultats approche´s ont e´te´ obte-
nus par des simulations nume´riques re´alise´es avec la me´-
thode de Monte-Carlo quantique appele´e me´thode du de´-
terminant. Cette me´thode base´e sur la formule de Trotter-
Suzuki utilise la transformation de Hubbard-Stratonovich
[20, 21].
Dans cet article nous pre´sentons les re´sultats de simulation
obtenus par une autre me´thode de Monte-Carlo, propose´e
par Suzuki [22, 23] et Hirsch [24, 25]. Cette me´thode per-
met de ge´ne´rer des configurations des fermions dans l’es-
pace re´el ce qui n’est pas le cas pour les autres me´thodes
nume´riques. Cette nouvelle me´thode, qui est la version 2D
de la me´thode des “world lines, nous a permis de retrouver
le comportement ge´ne´ral pre´vu par les autres me´thodes et
d’obtenir des re´sultats comple´mentaires.
Cet article est organise´ comme il suit :
– dans la section 2 nous pre´sentons les parame`tres du
mode`le simule´,
– la me´thode est rappele´e dans la section 3,
– les re´sultats sont pre´sente´s dans la section 4,
– nous analysons les re´sultats dans la section 5,
– la conclusion est donne´e dans la dernie`re section.
2 Mode`le de Hubbard
Le mode`le e´tudie´ est un re´seau carre´. Les e´tats mono-
particulaires utilise´s pour construire les e´tats de base |Ψi〉
dans la repre´sentation en nombre d’occupation sont les
e´tats de Wannier localise´s sur les sites. L’hamiltonien de
Hubbard est
H = −t
∑
〈i,j〉,σ
(
c†j,σci,σ + hc
)
+ U
∑
i
ni↓ni↑ (1)
ou` les ope´rateurs c†i,σ et ci,σ sont les ope´rateurs de cre´ation
et d’annihilation d’un fermion de spin σ sur le site i. 〈i, j〉
indique que la sommation porte sur les premiers voisins.
3 Me´thode nume´rique
La me´thode de simulation est celle de´veloppe´e dans la
re´fe´rence [26]. Son principe est pre´sente´ dans les re´fe´rences
[23–25]. Nous en rappelons les principales caracte´ristiques.
3.1 Principe de la me´thode de simulation
Dans l’ensemble canonique la valeur moyenne d’une ob-
servable, O, est donne´e par
〈O〉 = tr (DO) (2)
ou` D est l’ope´rateur densite´ et Z est la fonction de parti-
tion.
D =
e−βH
Z
(3)
Z = tr
(
e−βH
)
(4)
β = 1/kBT est l’inverse de la temperature. L’interac-
tion de saut ”t“ introduit des e´le´ments non-diagonaux, en
conse´quence les e´tats propres du hamiltonien H (Eq.(1)),
ne sont pas les e´tats de base. Aussi le calcul de la trace dans
les e´quations Eqs.(2) et (4) est tre`s proble´matique. La me´-
thode propose´e par Suzuki et Hirsch permet de contourner
cette difficulte´ [22, 24].
L’hamiltonien du syste`me est de´compose´ en plusieurs sous-
hamiltoniens Hr. A cause des relations d’anticommuta-
tion certains de ces sous-hamiltoniens ne commutent pas.
Cette de´composition n’est pas totalement arbitraire, les
sous-hamiltoniens sont choisis tels qu’ils peuvent eˆtre eux-
meˆmes de´compose´s en plusieurs sous-syste`mes sans site
commun dont les hamiltoniens Kr,k commutent.
H =
p∑
r=1
Hr [Hr, Hr′ ] 6= 0 r 6= r′ (5)
Hr =
mr∑
k=1
Kr,k [Kr,k,Kr,k′ ] = 0 ∀k, k′ (6)
Les de´compositions pre´ce´dentes sont re´alise´es dans l’in-
tention d’utiliser la formule de Trotter, Eq.(7), qui permet
de contourner le proble`me de la non-commutativite´ des
sous-hamiltoniens Hr.
exp
(
−β
p∑
r=1
Hr
)
= lim
n→∞
[
p∏
r=1
[
exp
(
−β
n
Hr
)]]n
(7)
En utilisant la formule de Trotter, la fonction de partition
Z s’e´crit
Z = lim
n→∞
Zn (8)
ou` Zn est un approximant de la fonction de partition
Zn = tr
{[
p∏
r=1
[
exp
(
−β
n
Hr
)]]n}
(9)
En inse´rant np ensembles complets d’e´tats de base entre
les ope´rateurs, l’approximant Zn devient
Zn =
∑
{[Ψα]}
〈Ψ0| exp
(
−β
n
Hp
)
|Ψnp−1〉
〈Ψnp−1| exp
(
−β
n
Hp−1
)
|Ψnp−2〉
. . . 〈Ψ1| exp
(
−β
n
H1
)
|Ψ0〉 (10)
[Ψα] repre´sente la configuration des np e´tats |Ψj〉, et peut
eˆtre conside´re´ comme l’e´tat d’un syste`me classique de di-
mension (d+ 1), ou` d est la dimension du syste`me quan-
tique e´tudie´. {[Ψα]} indique que la somme porte sur toutes
les configurations possibles. Ceci est e´quivalent a` diviser
le temps imaginaire τ , tel que 0 ≤ τ ≤ β, en n intervalles
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de dure´e △τ = β/n. On de´termine un approximant de
l’e´nergie du syste`me a` partir de la relation
Un = − ∂
∂β
lnZn = − 1
Zn
∂Zn
∂β
(11)
En remplac¸ant Zn par Eq.(10), on obtient :
Un =
∑
{[Ψα]}
Pn ([Ψα])En ([Ψα]) (12)
En ([Ψα]) =
np−1∑
j=0
〈Ψj+1|Hrn exp
(
−β
n
Hr
)
|Ψj〉
〈Ψj+1| exp
(
−β
n
Hr
)
|Ψj〉
(13)
Pn ([Ψα]) =
1
Zn
〈Ψ0| exp
(
−β
n
Hp
)
|Ψnp−1〉
. . . 〈Ψ1| exp
(
−β
n
H1
)
|Ψ0〉 (14)
L’indice r du sous-hamiltonien qui apparaˆıt dans chaque
e´le´ment de matrice est fonction de l’indice de l’e´tat j, tel
que r = 1 + (j mod p). Le calcul de la trace impose des
conditions pe´riodiques sur les e´tats, ainsi le ket |Ψ0〉 cor-
respond au ket |Ψnp〉. Les facteurs Pn ve´rifient∑
{[Ψα]}
Pn ([Ψα]) = 1 (15)
On peut ainsi conside´rer que chaque configuration [Ψα] du
syste`me de dimension (d+ 1) a une e´nergie En ([Ψα]) et
un facteur de probabilite´ Pn ([Ψα]). Le calcul de la valeur
moyenne de l’e´nergie du syste`me est re´alise´ en utilisant une
me´thode de Monte´-Carlo telle que l’algorithme de Metro-
polis.
En utilisant la relation (6), la valeur de Un s’e´crit :
Un ≈ 1
Np
Np∑
α=1
En,α = 〈En,α〉 (16)
En,α =
1
n
n∑
i=1
p∑
r=1
mr∑
k=1
〈Ψj+1|Kr,k exp
(
−β
n
∑
lKr,l
)
|Ψj〉
〈Ψj+1| exp
(
−β
n
∑
lKr,l
)
|Ψj〉
(17)
ou` Np est le nombre de configurations retenues, α est l’in-
dice des configurations qui remplace [Ψα] et i est l’indice
des intervalles de temps. Les indices i, j et r sont relie´s par
le principe de nume´rotation des np e´tats |Ψj〉 et ve´rifient
j = (i− 1) p+ r − 1 (18)
La de´composition des sous-hamiltoniens Hr en sous-
syste`mes permet de re´aliser une simplification importante.
Cette simplification ne´cessite une approximation. Tous
les hamiltoniens Kr,l des sous-syste`mes d’un meˆme sous-
hamiltonien Hr commutent et chaque hamiltonien Kr,l
agit seulement sur l’e´tat d’un seul sous-syste`me aussi
chaque de´nominateur de l’expression (17) peut s’e´crire
〈Ψj+1| exp
(
−β
n
mr∑
l=1
Kr,l
)
|Ψj〉 −→
mr∏
l=1
〈ϕj+1,l| exp
(
−β
n
Kr,l
)
|ϕj,l〉 (19)
ou` l’e´tat |ϕj,l〉 est l’e´tat du sous-syste`me d’indice l du sous-
hamiltonien d’indice r de l’intervalle de temps d’indice i.
Le symbole −→ signifie que l’expression du membre de
gauche est remplace´e par celle du membre de droite. Cette
ope´ration implique que l’espace des e´tats du syste`me est
conside´re´ comme le produit tensoriel des espaces des e´tats
de tous les sous-syte`mes. Ceci n’est pas correcte pour un
syste`me de fermions, en effet, a` cause de l’antisyme´trie des
e´tats, les ope´rateurs cre´ation et annihilation sont de´finis
dans l’espace des e´tats de tout le syste`me. Il n’y a pas une
e´galite´ stricte entre ces deux expressions. Implicitement
ceci signifie que les nombres d’occupation des autres e´tats
monoparticulaires ne sont pas pris en compte.
Etant donne´ la forme particulie`re des hamiltoniens, cette
approximation peut, selon les valeurs des nombres d’oc-
cupation des e´tats monoparticulaires, changer le signe de
certains e´le´ments non-diagonaux des Kr,l.
Si le nombre de types de sous-syste`mes est faible, cette
simplification permet de re´duire conside´rablement les cal-
culs en diminuant les dimensions de l’espace des e´tats ou`
sont mene´ ces calculs. En effet, la diagonalisation du ha-
miltonien H de tout le syste`me dans l’espace des e´tats
de dimension 2N , ou` N est le nombre de sites de tout le
syste`me, est remplace´e par la diagonalisation des hamilto-
niens Kr,k de quelques sous-syste`mes, dont les espaces des
e´tats sont de tre`s petites dimensions compare´es a` 2N .
On applique la meˆme factorisation pour le nume´rateur de
l’e´quation Eq. (17). Les expressions calcule´es sont finale-
ment :
U ′n =
〈
E′n,α
〉
(20)
E′n,α =
1
n
n∑
i=1
p∑
r=1
mr∑
k=1
〈ϕj+1,k |Kr,k exp
(
−β
n
Kr,k
)
|ϕj,k〉
〈ϕj+1,k| exp
(
−β
n
Kr,k
)
|ϕj,k〉
(21)
avec
P ′n,α =
1
Z ′n
n∏
i=1
p∏
r=1
mr∏
k=1
〈ϕj+1,k| exp
(
−β
n
Kr,k
)
|ϕj,k〉
(22)
Z ′n =
∑ n∏
i=1
p∏
r=1
mr∏
k=1
〈ϕj+1,k| exp
(
−β
n
Kr,k
)
|ϕj,k〉
(23)
Certains facteurs de probabilite´ Pn ([Ψα]) ou` P
′
n,α sont
ne´gatifs : c’est le “proble`me du signe”. Nous avons montre´
dans la re´fe´rence [26] qu’on peut ne pas tenir compte de
ce signe.
La chaleur spe´cifique est de´termine´e a` partir de la formule
c = −kBβ2 ∂U
∂β
(24)
ou` kB est la constante de Boltzman.
En utilisant une me´thode similaire a` celle utilise´e pour U ′n
on obtient une formule qui permet de calculer la chaleur
spe´cifique a` partir des fluctuations
C
R
≈ β2
〈(
E′n,α − U ′n
)2〉
(25)
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ou` C est la chaleur spe´cifique molaire et R la constante
des gaz parfaits.
3.2 Conductivite´ statique
La me´thode de simulation ne permet pas de faire une
de´termination rigoureuse de la conductivite´ statique. En
effet, l’ope´rateur densite´ de courant de´fini par Scalapino
and al. [28] n’est pas diagonal et ne peut pas eˆtre de´-
compose´ en ope´rateur relatif a` chaque sous-syste`me [25].
Cependant, on obtient une valeur approche´e de la densite´
de courant au temps imaginaire τ = β
np
j, en calculant :
jx (l; j) =
∑
σ
nσ,l;j (1− nσ,l′;j)nσ,l′;j′
(1− nσ,l;j′)− nσ,l′;j (1− nσ,l;j)
nσ,l;j′ (1− nσ,l′;j′) (26)
j′ = j+p ou` p est le nombre de sous-hamiltoniens. Les co-
ordonne´es des sites l et l′ ve´rifient xl′ = xl +1 et yl′ = yl.
nσ,l;j est le nombre d’occupation de l’e´tat monoparticu-
laire |σ, l〉 du re´seau 2D d’indice j. Cette formule de calcul
de jx (l; j) correspond a` l’expression
〈ψj′ |
∑
σ
c †σ,l′ cσ,l − c †σ,l cσ,l′|ψj〉 (27)
ou` l’e´tat |ψj〉 correspond a` l’e´tat des sites l et l′. La conduc-
tivite´ calcule´e est :
Λxx (m) =
1
np
np∑
j=1
N∑
l=1
jx (l; j) jx (l; j +m) (28)
ou` N est le nombre de sites du syste`me. La conductivite´
statique est obtenue apre`s une transformation de Fourier
discre`te.
3.3 Facteur d’antiferromagne´tisme
Pour chaque tempe´rature la fonction de corre´lation de
spin c (lx, ly) est calcule´e
c (lx, ly) = 〈((ni,↑ − ni,↓) (ni+l,↑ − ni+l,↓))〉 (29)
〈· · · 〉 signifie que, pour chaque configuration retenue, on
calcule la moyenne pour tous les N sites de chaque re´-
seau 2D et pour tous les re´seaux 2D de cette configura-
tion. La fonction finale correspond a` la moyenne sur toutes
les configurations retenues a` une meˆme tempe´rature. l re-
pre´sente le changement d’indice des sites provoque´ par la
translation de vecteur (lx, ly) sur le re´seau. Le facteur d’an-
tiferromagne´tisme (parame`tre d’ordre de Ne´el) est de´duit
de la fonction de corre´lation de spin tel que
fA =
1
N
∑
lx,ly
(−1)(lx+ly) c (lx, ly) (30)
Dans le cas d’un ordre antiferromagne´tique ce facteur est
tel que fA = 1, par contre, il n’est pas rigoureusement
nul pour une absence totale d’ordre. En effet, le terme
correspondant a` lx = ly = 0 n’est pas e´limine´ dans notre
de´finition de ce facteur. Cette contribution est de l’ordre
de ∼ 1/N .
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Fig. 1 – (Couleur en ligne) De´composition du re´seau
carre´ en deux sous-hamiltoniens et en sous-syste`mes avec
les conditions aux limites pe´riodiques. Les sous-syste`mes
gris (rouge) appartiennent au sous-hamiltonien 1, les sous-
syste`mes noirs appartiennent au sous-hamiltonien 2.
4 Re´sultats
4.1 Parame`tres des simulations
Le mode`le e´tudie´ est un re´seau carre´ contenant N =
6 × 6 sites avec les conditions aux limites pe´riodiques.
Tous les sous-syste`mes sont identiques et sont compose´s
de quatre sites. Ainsi la me´thode ne ne´cessite la diagona-
lisation que d’une seule matrice de dimension 16× 16. Ces
sous-syste`mes sont regroupe´s dans deux sous-hamiltoniens
(p = 2). La figure 1 montre la de´composition du syste`me
en sous-syste`mes. Toutes les simulations ont e´te´ re´alise´es
avec huit intervalles de temps imaginaire (n = 8). L’in-
teraction de saut est fixe´e a` t = 1. Les premiers voisins
d’un site sont les quatre sites correspondant aux trans-
lations (△x = ±1,△y = 0) et (△x = 0,△y = ±1). Les si-
mulations ont e´te´ programme´es pour des valeurs de l’inter-
action re´pulsive coulombienne variant de U = 0 a` U = 8.
La majorite´ des simulations ont e´te´ re´alise´es pour le demi-
remplissage, c’est a` dire dix-huit spins up et dix-huit spins
down (18 ↑ +18 ↓). Des simulations, pour U = 0, ont e´te´
mene´es pour un seul spin up (1 ↑ +0 ↓) et dix-huit spins
up sans spin down (18 ↑ +0 ↓) pour comparer les re´sultats
afin de ve´rifier la cohe´rence de la me´thode. La plupart
des simulations ont consiste´ en neuf cycles de descente-
monte´e de tempe´rature, avec 100 points de tempe´rature
en progression ge´ome´trique pour chaque monte´e ou des-
cente de tempe´rature. Pour chaque grandeur e´tudie´e trois
moyennes ont e´te´ calcule´es : la moyenne en monte´e, la
moyenne en descente et la moyenne totale. Ceci a permis
de mettre en e´vidence un faible phe´nome`ne d’hyste´re´sis
entre la monte´e et la descente de tempe´rature dans une
certaine plage de tempe´rature.
4.2 Test de la me´thode (U=0)
La figure 2 montre les courbes d’e´nergie et de chaleur
spe´cifique par spin en fonction de la tempe´rature pour
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Fig. 2 – (Couleur en ligne) Courbes d’e´nergie et de chaleur
spe´cifique par spin en fonction de la tempe´rature pour U =
0.
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Fig. 3 – (Couleur en ligne) Courbes d’e´nergie par site en
fonction de la tempe´rature pour diffe´rentes valeurs de U .
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Fig. 4 – (Couleur en ligne) Courbes de chaleur spe´cifique
molaire en fonction de la tempe´rature pour diffe´rentes va-
leurs de U .
U = 0 et les trois remplissages suivants : (1 ↑ +0 ↓),
(18 ↑ +0 ↓) et (18 ↑ +18 ↓). Pour U = 0 le demi-
remplissage (18 ↑ +18 ↓) correspond a` deux gaz quan-
tiques non-corre´le´s qui ont les meˆmes e´nergies et chaleurs
spe´cifiques. Ceci explique pourquoi les courbes sont iden-
tiques pour les remplissages (18 ↑ +0 ↓) et (18 ↑ +18 ↓).
L’e´nergie et la chaleur spe´cifique par un seul spin sur le
re´seau (1 ↑ +0 ↓) sont les doubles des valeurs obtenues
pour les remplissages pre´ce´dents. Le niveau du fondamen-
tal est e´gal a` −4t comme il est pre´vu. En effet cet e´tat
correspond a` :
|Ψ0〉 = 1√
N
N∑
i=1
|n1,↑ = 0, . . . , ni,↑ = 1, ni,↓ = 0,
ni+1,↑ = 0, . . . , nN,↓ = 0〉 (31)
dont l’e´nergie est donne´e par
H |Ψ0〉 = −t
∑
〈i,j〉
c†j,↑ci,↑|Ψ0〉 = −4t|Ψ0〉 (32)
Le rapport deux entre les grandeurs calcule´es pour le
remplissage (1 ↑ +0 ↓) et les deux autres remplissages
((18 ↑ +0 ↓) et (18 ↑ +18 ↓)) peut eˆtre justifie´ en conside´-
rant que pour ces deux derniers remplissages chaque spin
ne peut se de´placer, en moyenne, que sur deux sites voisins
alors que dans le cas d’un seul spin sur le re´seau le spin a
quatre possibilite´s de saut.
Il est inte´ressant de remarquer que dans le cas d’un seul
spin sur le re´seau le proble`me du signe n’existe pas, de
meˆme, l’approximation relative aux nombres d’occupation
non pris en compte dans la relation (19) n’est pas utilise´e.
Dans ce cas la me´thode n’utilise aucune approximation ex-
cepte´ le de´coupage du temps imaginaire lie´ a` la formule de
Trotter. La bonne concordance de ces re´sultats confirme
la cohe´rence de la me´thode de simulation.
4.3 Re´sultats des simulations
Les figures 3, 4, 5, 6 et 7 montrent les courbes moyennes
d’e´nergie, de chaleur spe´cifique, de conductivite´, du facteur
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Fig. 5 – (Couleur en ligne) Courbes de conductivite´ en
fonction de la tempe´rature pour diffe´rentes valeurs de U .
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Fig. 6 – (Couleur en ligne) Courbes du facteur d’antiferro-
magne´tisme en fonction de la tempe´rature pour diffe´rentes
valeurs de U .
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Fig. 7 – (Couleur en ligne) Courbes de double ocupation
en fonction de la tempe´rature pour diffe´rentes valeurs de
U .
d’antiferromagne´tisme et de double occupation (fraction
de sites occupe´s par une paire de spins (↑↓)). Ces courbes
correspondent aux moyennes totales sur les monte´es et les
descentes des neuf cycles de tempe´rature.
Pour U = 0, le facteur d’antiferromagne´tisme est fA ∼
1/N , c’est a` dire qu’il n’y a pas d’ordre magne´tique quelle
que soit la tempe´rature.
Le facteur de double occupation
D =
1
N
〈ni,↑ni,↓〉 (33)
peut eˆtre relie´ a` la valeur moyenne du carre´ de l’aiman-
tation locale
〈
m2z
〉
. En effet, si le moment magne´tique de
chaque particule est choisi tel que sz = ±1 alors, pour
chaque re´seau 2D :∑
(ni,↑ − ni,↓)2 =
∑
(mz)
2
=
∑
|mz| = N↑+N↓−2np
(34)
ou` N↑ =
∑
ni,↑ et N↓ =
∑
ni,↓ sont les nombres de spins
up et down, np =
∑
ni,↑ ni,↓ est le nombre de paires dans
un re´seau 2D. Dans le cas pre´sent, ou` N↑ = N↓ = N/2 =
18, on obtient 〈
m2z
〉
= 1− 2D (35)
On remarque qu’a` basse tempe´rature (kT < t), pour U =
0, le nombre de paires est exactement np = 9, c’est a` dire
que les spins de chaque orientation sont distribue´s de facon
totalement ale´atoire sur le re´seau 2D. Ceci est en parfait
accord avec le re´sultat relatif au facteur d’antiferromagne´-
tisme.
On remarque un point de croisement, pour kT ≃ 2.7t, sur
le re´seau des courbes de chaleur spe´cifique de la figure 4.
Les figures 8 a` 11 repre´sentent les courbes de chaleur spe´-
cifique, de conductivite´, de facteur d’antiferromagne´tisme
et de carre´ de l’aimantation locale pour les basses tempe´-
ratures avec une e´chelle de tempe´rature line´aire. Pour les
faibles valeurs de U , les parties de´croissantes des courbes
de conductivite´ sont assez bien approxime´es par des fonc-
tions de la forme
σ (kT ) ≃ a− b (kT )
(kT )
2
+ c
+ d (36)
ou` d est petit.
4.4 Discontinuite´ des courbes d’e´nergie
Pour les tempe´ratures infe´rieures a` environ kT/t = 3.5
les courbes d’e´nergie pre´sentent un le´ger de´crochement qui
correspond au pic de chaleur spe´cifique. Des simulations
avec 200 points de tempe´rature dans des plages de tem-
pe´ratures autour ce ces de´crochements ont e´te´ re´alise´es
pour U = 0.5t, U = 1t, U = 2t, U = 3t, U = 3.3t,
U = 3.5t et U = 4t. Les courbes d’e´nergie correspon-
dantes (qui ne sont pas des courbes moyennes) sont pre´-
sente´es dans les figures 12 a` 17. Les courbes moyennes de
la figure 3 sont reproduites pour comparaison. Les barres
d’erreur de ces courbes permettent d’e´valuer les fluctua-
tions. On remarque, sur toutes les courbes, que l’ampli-
tude de ces barres d’erreur est faible en dehors de petites
plages de tempe´rature. Ces plages de tempe´rature corres-
pondent a` des zones de fluctuation sur les courbes avec 200
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Fig. 8 – (Couleur en ligne) Courbes de la chaleur spe´ci-
fique pour les basses tempe´ratures.
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Fig. 9 – (Couleur en ligne) Courbes de la conductivite´
pour les basses tempe´ratures.
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Fig. 10 – (Couleur en ligne) Courbes du facteur d’antifer-
romagne´tisme pour les basses tempe´ratures.
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Fig. 11 – (Couleur en ligne) Courbes du carre´ de l’aiman-
tation locale pour les basses tempe´ratures.
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Fig. 12 – (Couleur en ligne) Courbes d’e´nergie pour U =
0.5t. La courbe en tirete´s noirs correspond a` la courbe
moyenne de la figure 3 avec ses barres d’erreur.
points de mesure. On constate que dans ces zones, les e´ner-
gies fluctuent entre deux valeurs limites qui correspondent
aux extrapolations des portions de courbe sans fluctuation.
L’amplitude des fluctuations, qui correspond approximati-
vement, au de´crochement augmente de U = 0.5t a` U = 3t,
puis diminue rapidement quand U augmente. Il n’y a plus
de fluctuation pour U = 3.5t. L’amplitude maximum, es-
time´e pour U = 3t, est d’environ 44 10−3t. Pour U = 3.3t
la valeur des fluctuations d’e´nergie est d’environ 14 10−3t,
et l’extrapolation des courbes est trop “hasardeuse” pour
pre´senter un inte´reˆt.
4.5 Phe´nome`ne d’hyste´re´sis
Les figures 18 a` 23 pre´sentent les courbes de conducti-
vite´ moyennes calcule´es en descente et en monte´e de tem-
pe´rature. Ces courbes moyennes font apparaˆıtre un phe´-
nome`ne d’hyste´re´sis entre la monte´e et la descente de tem-
pe´rature dans la zone de transition, pour les valeurs de U
infe´rieures a` 3.5t. Bien qu’il s’agisse de courbes moyennes
et que les courbes en monte´e de tempe´rature soient com-
prises dans les barres d’erreur des courbes trace´es en des-
cente, la re´pe´tition syste´matique de ce phe´nome`ne pour
toutes les valeurs de U < 3.5t indique que ce n’est pas
7
0,01 0,02 0,03
Température (kT)
-1,82
-1,81
-1,8
-1,79
En
er
gi
e/
sit
e
200 points entre 0.003-0.03
100 points entre 0.001-100
Extrapolations
Fig. 13 – (Couleur en ligne) Courbes d’e´nergie pour
U = 1t. La courbe en tirete´s noirs correspond a` la courbe
moyenne de la figure 3 avec ses barres d’erreur.
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Fig. 14 – (Couleur en ligne) Courbes d’e´nergie pour
U = 2t. La courbe en tirete´s noirs correspond a` la courbe
moyenne de la figure 3 avec ses barres d’erreur.
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Fig. 15 – (Couleur en ligne) Courbes d’e´nergie pour
U = 3t. La courbe en tirete´s noirs correspond a` la courbe
moyenne de la figure 3 avec ses barres d’erreur.
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Fig. 16 – (Couleur en ligne) Courbes d’e´nergie pour
U = 3.3t. Les barres d’erreur correspondent a` la courbe
moyenne de la figure 3.
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Fig. 17 – (Couleur en ligne) Courbes d’e´nergie pour
U = 3.5t. Les barres d’erreur correspondent a` la courbe
moyenne de la figure 3.
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Fig. 18 – (Couleur en ligne) Courbes de conductivite´ en
descente et en monte´e de tempe´rature pour U = 0.5t. Les
barres d’erreur correspondent a` la courbe en descente de
tempe´rature.
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Fig. 19 – (Couleur en ligne) Courbes de conductivite´ en
descente et en monte´e de tempe´rature pour U = 1t. Les
barres d’erreur correspondent a` la courbe en descente de
tempe´rature.
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Fig. 20 – (Couleur en ligne) Courbes de conductivite´ en
descente et en monte´e de tempe´rature pour U = 2t. Les
barres d’erreur correspondent a` la courbe en descente de
tempe´rature.
un phe´nome`ne ale´atoire. Cette mise en e´vidence d’un phe´-
nome`ne d’hyste´re´sis doit, cependant, eˆtre conside´re´e avec
prudence. En effet, conforme´ment au principe des me´-
thodes de Monte-Carlo, les e´tats ge´ne´re´s a` une tempe´ar-
ture donne´e ne doivent pas eˆtre fonction des e´tats pre´ce´-
dents. Ce phe´nome`ne d’hyste´re´sis apparaˆıt e´galement sur
les courbes du facteur d’antiferromagne´tisme.
4.6 Re´sultats en fonction de U/t
Comme il a e´te´ indique´ pre´ce´demment, les simulations
ont e´te´ re´alise´es en programmant des cycles de tempe´ra-
ture. Les re´sultats obtenus ont permis de tracer les va-
riations de diffe´rentes grandeurs en fonction de la tempe´-
rature. Ceci est parfaitement adapte´ pour mettre en e´vi-
dence des transitions de phases induites par les variations
de tempe´rature. Par contre, la transition de Mott atten-
due doit eˆtre, principalement, produite par les variations
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Fig. 21 – (Couleur en ligne) Courbes de conductivite´ en
descente et en monte´e de tempe´rature pour U = 3t. Les
barres d’erreur correspondent a` la courbe en descente de
tempe´rature.
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Fig. 22 – (Couleur en ligne) Courbes de conductivite´ en
descente et en monte´e de tempe´rature pour U = 3.3t. Les
barres d’erreur correspondent a` la courbe en descente de
tempe´rature.
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Fig. 23 – (Couleur en ligne) Courbes de conductivite´ en
descente et en monte´e de tempe´rature pour U = 3.5t. Les
barres d’erreur correspondent a` la courbe en descente de
tempe´rature.
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Fig. 24 – (Couleur en ligne) Isothermes d’e´nergie en fonc-
tion de U/t. Seuls les points sur l’isotherme kT = 0.2105
ont e´te´ reporte´s. Les points sur les autres courbes corres-
pondent aux meˆmes valeurs de U/t.
de l’interaction coulombienne U/t. Il est donc souhaitable
de tracer l’e´volution des diffe´rentes grandeurs en fonction
de U/t. Ceci est indispensable si la ligne de transition est
paralle`le a` l’axe des tempe´ratures dans le plan (U/t, kT/t),
c’est a` dire si elle n’est pas traverse´e en programmant des
cycles de tempe´ratures. Les re´sultats des simulations ont
donc e´te´ traite´s pour obtenir les courbes souhaite´es. Les
isothermes d’e´nergie , de chaleur spe´cifique, de conducti-
vite´, du facteur d’antiferromagne´tisme et de double occu-
pation sont pre´sente´es dans les figures 24 a` 30.
5 Discussion
5.1 Transition me´tal-isolant du premier
ordre
Les courbes de chaleur spe´cifique de la figure 4, de
conductivite´ des figures 5 et 9 et du facteur d’antiferroma-
gne´tisme des figures 6 et 10 font clairement apparaˆıtre une
transition de phase, quand la tempe´rature varie, pour les
valeurs de l’interaction coulombienne telles que U ≤ 3.5t.
La phase basse tempe´rature est une phase isolante an-
tiferromagne´tique. La phase haute tempe´rature est une
phase conductrice sans ordre magne´tique. Les courbes de
conductivite´ a` basse tempe´rature de la figure 9 montrent
que cette phase a un comportement me´tallique. La tran-
sition est donc une transition me´tal-isolant concomittante
a` une transition paramagne´tique-antiferromagne´tique. Les
courbes moyennes des figures 3 a` 7 ne permettent pas de
de´terminer avec certitude la nature de cette transition.
Par contre, les figures 12 a` 17 montrent clairement que les
courbes d’e´nergie moyenne comportent un de´crochement
caracte´ristique des transitions du premier ordre. Ce de´-
crochement est confirme´ par les fluctuations des courbes
avec 200 points de mesure des figures 12 a` 16. En effet, ces
courbes s’interpre`tent en conside´rant que, dans les plages
des tempe´ratures de transition, les e´tats du syste`me cor-
respondent a` deux puits de potentiels. Ainsi, les e´tats suc-
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Fig. 25 – (Couleur en ligne) Isothermes de chaleur spe´-
cifique en fonction de U/t. Pour 0.2656 ≥ kT ≥ 0.13t les
courbes se superposent dans la zone de transition.
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Fig. 26 – (Couleur en ligne) Isothermes de chaleur spe´-
cifique en fonction de U/t pour les hautes tempe´ratures
(kT ≥ 0.2656t).
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Fig. 27 – (Couleur en ligne) Isothermes de conductivite´
en fonction de U/t. Seuls les points sur l’isotherme kT =
0.2105 ont e´te´ reporte´s. Les points sur les autres courbes
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Fig. 28 – (Couleur en ligne) Isothermes de conductivite´
en fonction de U/t pour les hautes tempe´ratures.
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Fig. 29 – (Couleur en ligne) Isothermes du facteur d’an-
tiferromagne´tisme en fonction de U/t.
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Fig. 30 – (Couleur en ligne) Isothermes de double occu-
pation D en fonction de U/t.
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cessifs ge´ne´re´s par l’algorithme peuvent rester “bloque´s”
longtemps dans un des puits de potentiel. Ceci justifie que
les valeurs de l’e´nergie fluctuent entre deux valeurs limites.
Il y a donc un phe´nome`ne de me´tastabilite´ entre deux e´tats
macroscopiques possibles du syste`me. Ce phe´nome`ne de
me´tastabilite´ et le phe´nome`ne d’hyste´re´sis observe´ sur les
courbes de conductivite´ sont e´galement des proprie´te´s ca-
racte´ristiques des transitions du premier ordre. On peut
donc conclure, sans aucun doute, que la transition est du
premier ordre. On en de´duit que les pics de chaleur spe´ci-
fique ne sont pas correctes. De meˆme, les valeurs moyennes
des autres grandeurs ne sont pas exactes dans les plages
de tempe´ratures ou` il y a le phe´nome`ne de me´tastabilite´.
En effet, dans la zone de transition, les configurations ge´-
ne´re´es par l’algorithme qui sont retenues pour calculer les
diffe´rentes grandeurs, sont des e´tats microscopiques des
deux phases. C’est a` dire que le syste`me “oscille” entre les
deux phases. Ce phe´nome`ne de me´tastabilite´ signifie que le
syste`me n’est pas a` l’e´quilibre thermodynamique, donc la
relation 25 qui permet de calculer la chaleur spe´cifique ne
peut pas eˆtre utilise´e. La singularite´ mathe´matique atten-
due sur la courbe de chaleur spe´cifique d’une transition du
premier ordre est un saut ou de´crochement comme pour
l’e´nergie.
5.2 Point critique
Comme cela a e´te´ remarque´ pre´ce´demment, un change-
ment de comportement se produit pour U ≃ 3.5t. Cette
valeur est la valeur limite d’une ligne de transition du pre-
mier ordre dans le plan (U/t, kT/t). La tempe´rature cor-
respondante, a` mi-hauteur du pic, est environ kT/t ≃ 0.13.
Ces deux valeurs sont les coordonne´es du point critique
qui termine la ligne de transition du premier ordre. Les
tempe´ratures des points de cette ligne de transition sont
e´galement de´termine´es a` mi-hauteur des pics. Le re´seau
d’isothermes de la figure 29 confirme qu’il s’agit bien d’un
point critique analogue a` celui observe´ pour les transitons
liquide-gaz.
On remarque, sur les figures 29 et 30, que les paliers des
isothermes telles que kT/t < 0.1322 ne sont pas paralle`les
a` l’axe des “x”. Ceci est duˆ a` la me´thode de Monte-Carlo.
En effet, comme cela a e´te´ indique´ pre´ce´demment, dans
une zone de transition du premier ordre cette me´thode ge´-
ne`re des e´tats des deux phases possibles, ainsi les moyennes
obtenues ne correspondent pas a` une seule phase. On ob-
tient alors des valeurs interme´diaires entre les valeurs rela-
tives a` chaque phase. Il faudrait, pour contourner ce pro-
ble`me, se´lectionner les configurations retenues en ne gar-
dant que celles correspondant a` une seule phase, c’est a`
dire a` un puits de potentiel. Malheureusement, il apparaˆıt
difficile de de´terminer a` quelle phase correspond une confi-
guration ge´ne´re´e. Aussi, quels que soient les nombres de
points reporte´s sur les courbes, les paliers ne seront jamais
parfaitement paralle`les a` l’axe des “x”.
5.3 Transition de Mott
Alors que les re´seaux d’isothermes du facteur d’antifer-
romagne´tisme de la figure 29 et du facteur de double occu-
pation de la figure 30 confirment l’existence du point cri-
tique (U/t ≃ 3.5, kT/t ≃ 0.13), les isothermes de conduc-
tivite´ et de chaleur spe´cifique des figures 27 et 25 font ap-
paˆıtre un saut de conductivite´ associe´ a` un saut de chaleur
spe´cifique pour les tempe´ratures 0.2656t ≥ kT ≥ 0.13t. Ce
saut se produit pour la valeur constante U/t ≃ 3.5, a` mi-
hauteur du de´crochement. Les figures 26 et 28 montrent
que pour les tempe´ratures kT > 0.2656 ce saut disparaˆıt,
les courbes pre´sentent alors un point d’inflexion. Cette dis-
continuite´ doit correspondre a` une transition me´tal-isolant
de Mott. La pre´sence de cette transition est e´galement ob-
serve´e sur les isothermes d’e´nergie de la figure 24. En effet,
ces courbes pre´sentent un point anguleux pour la valeur de
l’interaction coulombienne U/t ≃ 3.5. Cependant, les re´-
sultats ne permettent pas de de´terminer de fac¸on certaine
la nature de cette transition. Etant donne´ le changement
de comportement observe´ sur les courbes des figures 26 et
28 pour les tempe´ratures kT ≥ 0.2656t, on peut supposer
que la transition est encore du premier ordre dans l’inter-
valle de tempe´rature 0.1322−0.2656. Le point (U/t = 3.5,
kT/t = 0.2656) serait alors un point critique sur la ligne de
transition de Mott. Dans cette hypothe`se, les deux lignes
de transition du premier ordre doivent se rejoindre en un
point triple proche du point critique de la transition iso-
lant antiferromagne´tique-conducteur paramagne´tique.
5.4 Diagramme de phase
On peut conside´rer que la valeur moitie´ de la conducti-
vite´ maximum est la valeur limite entre le comportement
conducteur et le comportement mauvais conducteur. Ainsi
pour des valeurs de la conductivite´ le´ge`rement supe´rieures
le syste`me se comporte comme un conducteur tandis que
pour des valeurs le´ge`rement infe´rieures le syste`me peut
eˆtre qualifie´ de mauvais conducteur. La ligne en pointille´s
(rouge) de la figure 31 correspond a` cette limite de com-
portement.
Les courbes de conductivite´ montrent que le syste`me est
isolant et paramagne´tique, quel que soit U , quand kT >
2t. Cependant, les courbes de la figure 7 montrent que ces
e´tats paramagne´tiques sont caracte´rise´s par des nombres
de double occupation diffe´rents. De meˆme on constate
que le syste`me est isolant, quelle que soit la tempe´ra-
ture pour U & 8t, mais le syste`me est antiferromagne´tique
a` basse tempe´rature et devient progressivement parama-
gne´tique quand la tempe´rature augmente. Ce passage iso-
lant antiferromagne´tique-isolant paramagne´tique se pro-
duit sans qu’il y ait de transition, au sens thermodyna-
mique, de´tectable sur toutes les grandeurs calcule´es dans
nos simulations. Ceci est peut eˆtre duˆ a` la petite taille du
re´seau.
Comme pour le changement de comportement conducteur-
mauvais conducteur, on peut conside´rer que le syste`me
pre´sente une tendance au ferromagne´tisme pour fA > 0.5
et au paramagne´tisme pour fA < 0.5. Ceci permet de tra-
cer une ligne de “cross-over”entre les deux phases magne´-
tiques.
Selon les hypothe`ses pre´ce´dentes le diagramme de phase
dans le plan (U/t, kT/t) comprend, donc, une premie`re
ligne de transition du premier ordre pour kT/t < 0.13 et
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Fig. 31 – (Couleur en ligne) Allure ge´ne´rale du diagramme
de phase du mode`le de Hubbard 2D a` demi-remplissage.
Les lignes en pointille´s (rouge) et (vert) sont des lignes de
“cross-over”. La ligne en trait plein (noir) est la ligne de
transition du premier ordre isolant antiferromagne´tique-
conducteur paramagne´tique. La ligne en tirete´s (bleu) cor-
respond a` la transition de Mott.
U/t < 3.5 et une deuxie`me ligne de transition du premier
ordre pour 0.2656 ≥ kT ≥ 0.13, cette ligne e´tant paralle`le
a` l’axe des tempe´ratures. Ces deux lignes se rejoignent en
un point triple. Les deux lignes de “cross-over” de´finies
pre´ce´demment peuvent comple´ter le diagramme. Toutes
ces conside´rations permettent de tracer le diagramme de
phase de la figure 31.
5.5 Comparaison avec quelques re´sultats
de la litte´rature
La transition basse tempe´rature me´tal paramagne´tique
- isolant antiferromagne´tique a effectivement e´te´ observe´e
expe´rimentalement sur un certain nombre de compose´s,
notamment V203 [29,31,32]. Cette transition est effective-
ment du premier ordre. Les re´sultats obtenus en faisant va-
rier la pression mettent en e´vidence une transition me´tal-
isolant a` haute tempe´rature qui correspond a` la transition
de Mott. Cette transition est e´galement une transition du
premier ordre. Les re´sultats de nos simulations sont donc
en bon accord qualitatif avec l’expe´rience.
Les diagrammes de phases expe´rimentaux font e´galement
apparaˆıtre une ligne de transition entre la phase isolante
antiferromagne´tique et la phase isolante paramagne´tique.
Cette transition n’a pas e´te´ de´tecte´e dans nos simulations.
Ces diffe´rences peuvent eˆtre, e´ventuellement, justifie´es en
conside´rant que le mode`le e´tudie´ est un mode`le 2D alors
que les re´sultats expe´rimentaux concernent des mate´riaux
3D. De meˆme, l’influence de l’interaction coulombienne U
n’est certainement pas totalement e´quivalente a` celle de la
pression.
De nombreux re´sultats de simulations et d’e´tudes the´o-
riques du mode`le de Hubbard 2D ont e´te´ publie´s. Nous
ne conside`rerons que quelques un de ces articles qui pre´-
sentent les courbes des meˆmes grandeurs que celles calcu-
le´es dans nos simulations. De fac¸on ge´ne´rale, on remarque
que l’allure de notre diagramme de phases est proche de
celle des diagrammes obtenus par d’autres me´thodes, pour
des mode`les non frustre´s. En particulier, on constate que
le point critique que nous avons de´termine´ correspond au
point triple du diagramme de phases de la re´fe´rence [3].
Les courbes d’e´nergie et de chaleurs spe´cifiques ont e´gale-
ment une allure ge´ne´rale tre`s proches de celles pre´sente´es
dans les re´fe´rences [4, 6, 8, 11, 14]. Mais les re´sultats de
ces re´fe´rences ne font pas apparaˆıtre les sauts de l’e´nergie
qui permettent de de´terminer la nature de la transition.
On constate e´galement que les courbes du carre´ de l’ai-
mantation locale
〈
m2z
〉
de la figure 11 ont la meˆme allure
que celles pre´sente´es dans la re´fe´rence [14]. Cependant,
une diffe´rence apparaˆıt. En effet nos courbes pre´sentent, a`
basse tempe´rature, des variations qui correspondent a` la
transition me´tal-isolant du premier ordre alors que cette
transition n’est pas de´tecte´e dans la re´fe´rence.
Gro¨ber et al. [18] ont re´alise´ des simulations de Monte´-
Carlo quantique du mode`le 2D de Hubbard (8 × 8) en
faisant varier la valeur de l’interaction coulombienne U
pour la tempe´rature T = 0.33t. Ils ont mis en e´vidence
une transition me´tal paramagne´tique-isolant pour la va-
leur critique Uc ≈ 4t. Cette valeur critique est proche de
la valeur U ≃ 3.5t que nous avons obtenue.
6 Conclusion
Comme toute me´thode nume´rique, la me´thode employe´e
pour nos simulations utilise des approximations qui per-
mettent de re´duire conside´rablement les calculs. La vali-
dite´ des re´sultats obtenus peut eˆtre mise en doute a` cause
de ces approximations. Mais la cohe´rence des re´sultats et
le bon accord qualitatif avec un certain nombre de re´sul-
tats obtenus avec d’autres me´thodes nume´riques, avec les
pre´dictions the´oriques et les re´sultats expe´rimentaux per-
met de conside´rer que ces re´sultats sont significatifs.
Le Mode`le de Hubbard 2D e´tudie´ fait apparaˆıtre deux
transitions : une transition du premier ordre me´tal para-
magne´tique - isolant antiferromagne´tique a` basse tempe´ra-
ture et la transition de Mott me´tal paramagne´tique-isolant
paramagne´tique pour 0.2656 ≥ kT/t ≥ 0.13. Par contre,
le passage isolant antiferromagne´tique-isolant paramagne´-
tique se produit sans transition de phase de´tectable sur
les grandeurs e´tudie´es. Il est possible que l’effet de taille
ne permette pas d’observer tous les “de´tails” du compor-
tement du mode`le qui semble eˆtre complique´ autour du
point critique.
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